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Neka su a, b, c, d, e ∈ R. Koliko najvixe qlanova skupa1.

{
a, b, c, d, e, a2 − b, b2 − c, c2 − d, d2 − e, e2 − a

}

moжe biti negativno?

Neka su a, b, c razliqiti realni brojevi. Odrediti sve realne brojeve t takve da polinomi2.

p(x) = ax2 + bx + c, q(x) = bx2 + cx + a, r(x) = cx2 + ax + b

daju jednake ostatke pri deƩeƬu sa x − t.

Neka su X, Y, Z, redom, taqke stranica AB, BC, CA jednakostraniqnog △ABC, tako da je3.

AX = 1, BY = 2, CZ = 3. Ako je △XY Z jednakokrak, odrediti koje vrednosti moжe imati
duжina stranice AB.

Na stadionu ima ukupno 2022 sedixta koja su oznaqena brojevima od 1 do 2022. Svaki od4.

2022 navijaqa dobio je ulaznicu sa brojem od 1 do 2022 (svaki navijaq dobio je ulaznicu
sa razliqitim brojem), ali su odluqili da mesta popune po svom naho�eƬu (svaki navi-
jaq popuƬava taqno jedno mesto). Na utakmici je organizovana nagradna igra, tako da
nagradu dobija svaki navijaq kome je zbir brojeva napisanih na karti i na sedixtu paran.

(a) Na koliko naqina se mogu popuniti mesta, tako da taqno 9 navijaqa dobije nagradu?

(b) Na koliko naqina se mogu popuniti mesta, tako da taqno 4 navijaqa dobije nagradu?

Neka su S(n) i P (n), redom, zbir i proizvod cifara prirodnog broja n u dekadnom zapisu.5.

Dokazati da postoji prirodan broj n, tako da je n + P (n) + S(n) prirodan broj koji u
dekadnom zapisu ima ukupno 2022 cifre koje su me�usobno jednake.

Vreme za rad 240 minuta.
RexeƬa zadataka detaƩno obrazloжiti.
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U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu1.

5

√

5 − x
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+ 5

√
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√
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.

Neka je ABCD tetivan qetvorougao i neka su taqke B′, B′′, C′, C′′, redom, na polupravama2.

AB, DB, AC, DC takve da je AB ·AB′ = AC ·AC′ i DB ·DB′′ = DC ·DC′′. Neka je O′ presek
simetrala duжi BB′ i CC′, a O′′ presek simetrala duжi BB′′ i CC′′. Ako je O′ 6= O′′,
dokazati da centar opisanog kruga qetvorougla ABCD pripada pravoj O′O′′.

Odrediti sve n, a, b, gde je n > 1 prirodan broj, a a i b cifre razliqite od 0, tako da3.

postoji pravougli trougao qije su katete a . . . a
︸ ︷︷ ︸

n−1

0 i b . . . b
︸ ︷︷ ︸

n

, a hipotenuza a . . . a
︸ ︷︷ ︸

n−1

b, gde a . . . a
︸ ︷︷ ︸

n−1

0

predstavƩa broj koji u dekadnom zapisu ima n cifara, prvih n−1 jednakih a, a posledƬa
jednaka 0, b . . . b

︸ ︷︷ ︸

n

predstavƩa broj koji u dekadnom zapisu ima n cifara jednakih b, a a . . . a
︸ ︷︷ ︸

n−1

b

predstavƩa broj koji u dekadnom zapisu ima n cifara, prvih n−1 jednakih a, a posledƬa
jednaka b.

U izrazu4.

1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6� 7� 8 � 9� 10 � 11 =

se u svaki ,,kvadrati�” upisuje znak + ili znak −, a nakon toga odre�uje vrednost dobi-
jenog izraza. Dokazati da postoji vrednost koja se moжe dobiti barem 18 puta.

Dokazati da jednaqina5.
(
7 +

√
48

)x
+ 17

(
2 −

√
3
)x

= 12

nema rexeƬa u skupu realnih brojeva.

Vreme za rad 240 minuta.
RexeƬa zadataka detaƩno obrazloжiti.
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Neka je m ∈ R i neka su1.

−→a =
(
2, m, 1

)
,

−→
b =

(
m,−1, 2

)
i −→c =

(
1, 1,−3

)

vektori ivica koje polaze iz istog temena trostrane piramide. Ukoliko postoji, odre-
diti m za koje je zapremina te piramide najmaƬa, kao i visinu koja odgovara osnovi

odre�enoj vektorima −→a i
−→
b piramide za koju se dostiжe minimalna zapremina.

Dokazati da je broj
16 arcsin

√

2−
√

2−
√

2

2

π
prirodan.2.

Neka je D taqka stranice CA trougla ABC, tako da je CD = 2DA. Ako je ∢CAB =3.

∢DBC = 45◦, izraqunati ∢ABC.

Neka je S(n) zbir cifara prirodnog broja n u dekadnom zapisu. Da li postoji prost broj4.

p, tako da je i broj S(7p + 5p + 2022p) prost?

Mixko ima xest naizgled istih zlatnika, ali Ƭihove mase su me�usobno razliqite.5.

Pritom, me�u zlatnicima postoji taqno po jedan mase 1g, 2g, 3g, 4g, 5g i 6g, a svaki zla-
tnik oznaqen je jednim brojem iz {1, 2, 3, 4, 5, 6}, tako da je svaki broj iz tog skupa upotre-
bƩen taqno jednom. Broj kojim je zlatnik oznaqen treba da predstavƩa Ƭegovu masu, ali
Mixko sumƬa da su neki zlatnici pogrexno oznaqeni. On poseduje terazije (terazije
predstavƩaju napravu koja ima dva tasa; stavƩaju�i odre�ene mase na tasove, pomo�u
terazija se moжe ustanoviti da li je masa na jednom tasu maƬa, jednaka ili ve�a od mase
na drugom tasu, ali ukoliko te mase nisu jednake, pomo�u terazija se ne moжe utvrditi
kolika je razlika izme�u masa koje se nalaze na tasovima).

Me�utim, Mixkove terazije su stare, pa postoji mogu�nost da �e se nakon dva mereƬa
pokvariti. Stoga on жeli da u najvixe dva mereƬa utvrdi da li me�u zlatnicima ima
pogrexno oznaqenih (interesuje ga samo podatak da li me�u zlatnicima ima pogrexno
oznaqenih, a ukoliko takvi postoje, nije nuжno da utvrdi i koji su to zlatnici). Moжe
li Mixko ostvariti svoju nameru?

Vreme za rad 240 minuta.
RexeƬa zadataka detaƩno obrazloжiti.
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Sve nule polinoma p(x) = x3 + ax2 + bx + c su x1, x2, x3 i razliqite su od 0. Odrediti sve1.

a, b, c ∈ R, tako da su

y1 = x1 + 2
x2x3

, y2 = x2 + 2
x3x1

i y3 = x3 + 2
x1x2

sve nule polinoma q(x) = x3 + cx2 + ax + b.

Neka je A = {1, 2, . . . , 74} i B = {1, 2, . . . , 2022}. Odrediti broj parova funkcija (f, g) takvih2.

da f : A → B, g : B → A i vaжi g(f(x)) = 75 − x za svako x ∈ A.

Odrediti sve prirodne brojeve n za koje vrednost izraza3.

cosn x + cosn
(
x + 2π

3

)
+ cosn

(
x + 4π

3

)

ne zavisi od x.

Odrediti sve prirodne brojeve k, m, n za koje vaжi4.

7k = 5m + 2 · 22n.

U △ABC je ∢CAB = 31◦ i ∢ABC = 62◦. Taqka X pripada unutraxƬosti △ABC i vaжi5.

∢XBC = 3◦ i ∢XCA = 29◦. Ako je Y presek pravih CX i AB, dokazati da je AY = Y X.

Vreme za rad 240 minuta.
RexeƬa zadataka detaƩno obrazloжiti.
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U svakom od {a, e2 − a}, {b, a2 − b}, {c, b2 − c}, {d, c2 − d}, {e, d2 − e} je zbir elemenata ne-1.

negativan, pa je najvixe jedan qlan svakog od uoqenih podskupova negativan. Stoga u
navedenom skupu moжe biti najvixe 5 negativnih qlanova. Sa druge strane, ukoliko
su a, b, c, d, e me�usobno razliqiti negativni brojevi, navedeni skup sadrжi 5 negativnih
qlanova. Dakle, najvixe 5 qlanova navedenog skupa moжe biti negativno.

Na osnovu Bezuovog stava, ostaci pri deƩeƬu polinoma p(x), q(x), r(x) sa x − t su jednaki2.

p(t), q(t), r(t), redom, pa su me�usobno jednaki ako i samo ako je p(t) = q(t) = r(t), odakle je

0 = p(t) − q(t) = (a − b)t2 + (b − c)t + c − a = (t − 1)
(
(a − b)t + a − c

)
,

tj. t = 1 ili t = c−a
a−b

, a analogno iz q(t) − r(t) = 0 sledi t = 1 ili t = a−b
b−c

.

Ako je t 6= 1, iz prethodnog sledi c−a
a−b

= a−b
b−c

, odnosno (c − a)(b − c) = (a − b)2, tj.

a2+b2+c2−ab−ac−bc = 0, odakle je (a−b)2+(b−c)2+(c−a)2 = 0, pa je a−b = b−c = c−a = 0,
odnosno a = b = c, xto je nemogu�e. Ako je t = 1, onda je p(t) = q(t) = r(t) = a + b + c, pa je
t = 1 jedina vrednost koja zadovoƩava navedene uslove.

Neka je AB = a. Kako Z pripada stranici CA, sledi a > CZ = 3. Ako je X ′ podnoжje3.

normale iz X na CA, onda je XX ′ =
√

3
2 (poxto je △AXX ′ pravougli, hipotenuze AX = 1

i oxtrih uglova jednakih 30◦ i 60◦) i ZX ′ = |CZ − CX ′| =
∣
∣3 − a + 1

2

∣
∣ =

∣
∣a − 7

2

∣
∣ (poxto je

CZ = 3 i CX ′ = CA−XA′ = a− 1
2). Analogno,

ako je Y ′ podnoжje normale iz Y na AB, onda
je Y Y ′ =

√
3 (poxto je △BY Y ′ pravougli,

hipotenuze BY = 2 i oxtrih uglova je-
dnakih 30◦ i 60◦) i XY ′ = |AX − AY ′| =
|1− a + 1| = |a− 2| (poxto je AX = 1 i AY ′ =
AB − Y ′B = a − 1), a ako je Z ′ podnoжje no-

rmale iz Z na BC, onda je ZZ ′ = 3
√

3
2 (poxto

je △BY Y ′ pravougli, hipotenuze CZ = 3 i
oxtrih uglova jednakih 30◦ i 60◦) i Y Z ′ =
|BY − BZ ′| =

∣
∣2 − a + 3

2

∣
∣ =

∣
∣a − 7

2

∣
∣ (poxto je

BY = 2 i BZ ′ = BC − Z ′C = a − 3
2).

A B

C

X

Y

Z

X′

Y ′

Z′

1

2

3

Drж–22–1B3

Na osnovu Pitagorine teoreme, primeƬene na △X ′XZ, △Y ′Y X i △Z ′ZY , sledi

XZ2 = ZX ′2 + X ′X2 =
∣
∣a − 7

2

∣
∣
2
+ 3

4 = a2 − 7a + 13,

Y X2 = XY ′2 + Y ′Y 2 = |a − 2|2 + 3 = a2 − 4a + 7

i ZY 2 = Y Z ′2 + Z ′Z2 =
∣
∣a − 7

2

∣
∣
2
+ 27

4 = a2 − 7a + 19,

pa je ZY > XZ, kao i Y X2 − XZ2 = 3a − 6 = 3(a − 2) > 0, poxto je a > 3. Kako je △XY Z

jednakokraki, sledi da je ZY = Y X, pa je a2 − 7a + 19 = ZY 2 = Y X2 = a2 − 4a + 7, odnosno
a = 4.

Po uslovima, navijaq dobija nagradu ako i samo ako su brojevi na Ƭegovoj ulaznici i na4.

Ƭegovom sedixtu iste parnosti. Neka je Bpp broj navijaqa qiji su brojevi i ulaznice
i sedixta parni, Bnp broj navijaqa qiji je broj ulaznice neparan, a sedixta paran,
Bpn broj navijaqa qiji je broj ulaznice paran, a sedixta neparan, a Bnn broj navijaqa
qiji su brojevi i ulaznice i sedixta neparni. Onda je Bpp + Bpn jednako broju navijaqa
koji na ulaznici imaju paran broj, tj. Bpp + Bpn = 1011, a analogno je Bnp + Bnn = 1011,
Bpn + Bnn = 1011, Bpp + Bnp = 1011, pa je Bpn = Bnp i Bnn = Bpp.

(a) Broj navijaqa koji su dobili nagradu je Bnn + Bpp = 2Bpp, odnosno mora biti paran
broj, pa nije mogu�e popuniti mesta tako da taqno 9 navijaqa dobije nagradu.



(b) Broj navijaqa koji su dobili nagradu je Bnn + Bpp = 2Bpp = 4, pa je Bpp = Bnn = 2 i
Bnp = Bpn = 1009. Dva nagra�ena navijaqa sa parnim brojem ulaznice se mogu izabrati
na

(
1011

2

)
naqina, Ƭihova mesta (oznaqena parnim brojem) na

(
1011

2

)
naqina i na ta mesta se

mogu rasporediti na 2! naqina. Nakon toga, mesta za preostale navijaqe sa parnim brojem
ulaznice se mogu izabrati na

(
1011
1009

)
=

(
1011

2

)
naqina (poxto zauzimaju mesta oznaqena

neparnim brojem), a na ta mesta se mogu rasporediti na 1011 · 1010 · . . . · 3 naqina. Nakon
toga, dva nagra�ena navijaqa sa neparnim brojem ulaznice se mogu izabrati na

(
1011

2

)

naqina, na preostala 2 mesta oznaqena neparnim brojem se mogu rasporediti na 2! naqina,
a preostalih 1009 navijaqa sa neparnim brojem ulaznice se na preostalih 1009 mesta
oznaqena parnim brojem mogu rasporediti na 1009! naqina.

Dakle, ukupan broj popuƬavaƬa mesta, tako da taqno 4 navijaqa dobije nagradu je
(
1011

2

)
·2!·

(
1011

2

)
·1011·1010·. . .·3·

(
1011

2

)
·2!·1009! =

(
1011

2

)2 ·1011!· 1011·10102 ·2·1009! =
(
1011

2

)2 ·(1011!)2.

Neka je n = 1 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

2017

09074 (u dekadnom zapisu). Onda je P (n) = 0, S(n) = 2017·1+0+9+0+7+4 =5.

2037, pa je n + P (n) + S(n) = 1 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

2022

, tj. uoqeno n zadovoƩava navedene uslove.
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Jednaqina je definisana za x 6= −3, x 6= 5. Ako je t = 5

√
5−x
x+3 6= 0, sledi t − 1

5
√

2t
= 1 − 1

5
√

2
,1.

odnosno t(t − 1) = 1−t
5
√

2
, pa je t = 1 ili t = − 1

5
√

2
, odakle je x = 1 ili x = 13.

Kako nije B−A−B′ i C −A−C′, sledi ∢CAB = ∢C′AB′, pa kako je AB
AC

= AC′

AB′
, sledi da je2.

△ABC ∼ △AC′B′. Ako su B′ i C′ sa ra-
zliqitih strana prave BC, sledi ∢BB′C′ =
∢BCC′ (i jednak je ∢BCA ili 180◦−∢BCA,
u zavisnosti od toga da li je A − C′ − C

ili A − C − C′), a ako su B′ i C′ sa istih
strana prave BC, sledi ∢CBB′ + ∢B′C′C =
180◦ (ako je A − C − C′, onda je ∢CBB′ =
180◦ − ∢ABC i ∢B′C′C = ∢B′C′A = ∢ABC,
a ako je A − C′ − C, onda je ∢CBB′ = ∢ABC

i ∢B′C′C = 180◦ − ∢B′C′A = 180◦ − ∢ABC).

Sledi da je qetvorougao BB′C′C teti-
van, a taqka O′ (presek simetrala duжi BB′

i CC′) je centar opisanog kruga tog qetvo-
rougla, pa pripada simetrali duжi BC.

C′′

A B

O

D

C

B′

C′

B′′

O′

O′′

Drж–22–2B2

Analogno je i qetvorougao B′′C′′CB tetivan (iz ∢CDB = ∢C′′DB′′ i DB
DC

= DC′′

DB′′
, sledi

da je △DBC ∼ △DC′′B′′), pa je taqka O′′ (presek simetrala duжi BB′′ i CC′′) centar
opisanog kruga tog qetvorougla i pripada simetrali duжi BC. Kako je i qetvorougao
ABCD tetivan, simetrali duжi BC pripada i centar opisanog kruga tog qetvorougla O.

Dakle, taqke O, O′, O′′ pripadaju simetrali duжi BC (prava O′O′′ se poklapa sa tom
simetralom).

Na osnovu Pitagorine teoreme je a . . . a
︸ ︷︷ ︸

n−1

0
2

+ b . . . b
︸ ︷︷ ︸

n

2
= a . . . a

︸ ︷︷ ︸

n−1

b
2
, a kako je3.

a . . . a
︸ ︷︷ ︸

n−1

0 = 10 · a . . . a
︸ ︷︷ ︸

n−1

= 10a
9 · 9 . . . 9

︸ ︷︷ ︸

n−1

= 10a
9 · (10n−1 − 1),

b . . . b
︸ ︷︷ ︸

n

= b
9 · 9 . . . 9

︸ ︷︷ ︸

n

= b
9 · (10n − 1)

i a . . . a
︸ ︷︷ ︸

n−1

b = b + 10 · a
9 · 9 . . . 9

︸ ︷︷ ︸

n−1

= b + 10a
9 · (10n−1 − 1),

sledi 100a2

81 · (10n−1 − 1)2 + b2

81 · (10n − 1)2 =
(
b + 10a

9 · (10n−1 − 1)
)2

= b2 + 20ab
9 · (10n−1 − 1) +

100a2

81 · (10n−1 − 1)2, tj. 81b2 + 180ab(10n−1 − 1) = b2(10n − 1)2 = b2
(
10 · (10n−1 − 1) + 9

)2
=

100b2(10n−1 − 1)2 + 180b2(10n−1 − 1) + 81b2, odnosno 9a = 5b(10n−1 − 1) + 9b (poxto je b 6= 0 i
10n−1 − 1 6= 0). Kako su a i b nenula cifre, sledi 10n−1 − 1 < 5b(10n−1 − 1) + 9b = 9a 6 81,
pa je n = 2. Sledi a = 6b, pa kako su a i b nenula cifre, mora biti a = 6, b = 1, a
(a, b, n) = (6, 1, 2) jeste rexeƬe, poxto je 602 + 112 = 612.

Najve�i broj koji se moжe dobiti na opisani naqin se dobija ukoliko se u sve kvadrati�e4.

upixe znak + i jednak je 66, a najmaƬi ukoliko se u sve kvadrati�e upise znak − i jednak
je −64. Ukoliko je u pitaƬu proizvoƩno upisivaƬe znaka, od upisivaƬa u kojem je dobijen
broj 66 se razlikuje u tome xto su u kvadrati�e ispred k1, . . . , km upisani znaci −, gde
je 1 6 m 6 10, a ki za 1 6 i 6 m su razliqiti brojevi iz skupa {2, . . . , 11}, pa se rezultat
dobijen na ovaj naqin od broja 66 razlikuje za 2(k1 + . . .+km). Sledi da je svaki dobijeni
rezultat paran broj. Pritom, ukoliko se promeni znak ispred qlana k, rezultat se meƬa
barem za 2k, pa sledi da se rezultati 64 i −62 ne mogu dobiti (razlikuju se za 2 od



najve�eg i najmaƬeg rezultata koji se mogu dobiti, a ne postoji kvadrati� ispred 1),
rezultat 62 se moжe dobiti na taqno jedan naqin, izborom znaka − ispred 2 i ostalih
znaka + (ako je znak − uz bilo koje k > 2 rezultat �e biti ne ve�i od 66− 2k), analogno,
rezultat −60 se moжe dobiti samo na jedan naqin (izborom znaka + ispred 2 i ostalih
znaka −), a rezultat 60 se tako�e dobija na samo jedan naqin (ako je ispred bilo kojeg
k > 4 znak −, rezultat �e biti ne ve�i od 66 − 2k 6 58, ako je ispred 2 i 3 znak −, bi�e
ne ve�i od 66 − 10 = 56, ispred 3 mora biti znak −, pa ispred 2 mora biti znak +).

Broj mogu�ih upisivaƬa znaka je 210 = 1024 (u svaki od 10 kvadrati�a upisuje se
znak + ili −). Pritom, po prethodnom, rezultati 66, 62, 60,−60,−64 se dobijaju na taqno
jedan naqin, a rezultati 64,−62 se ne mogu dobiti. Kako su preostali rezultati parni
brojevi iz {−58, . . . , 58}, sledi da se tih 59 rezultata dobija na 1024−5 naqina. Me�utim,
ukoliko bi se svaki od preostalih 59 rezultata dobijao na najvixe 17 naqina, vaжilo bi
1003 = 59 · 17 > 1019, xto je netaqno. Sledi da postoji rezultat koji se dobija na barem
18 naqina upisivaƬa znaka.

Drugo rexeƬe. Neka su A izrazi dobijeni upisivaƬem znakova + i − u kvadrati�e, tako
da se znaci upisani u kvadrati�e ispred 2k i 2k + 1, za 1 6 k 6 5, razlikuju i tako da
je dobijeni rezultat 0. Na ovaj naqin se odre�ivaƬe vrednosti uoqenog izraza svodi na
izraz oblika 1 ± 1 ± 1 ± 1 ± 1 ± 1, gde se na svakom mestu na kojem stoji ± bira znak +
ili − i jednak je 0 ako i samo ako je 3 puta izabran znak −, tj. A sadrжi barem

(
5
3

)
= 10

elemenata.

Neka su B izrazi dobijeni upisivaƬem znakova + i − u kvadrati�e, tako da je ispred
brojeva 2, 3, 4 upisan znak +, ispred 11 upisan znak −, a u kvadrati�e ispred brojeva iz
podskupova {5, 6}, {7, 8} i {9, 10} upisani razliqiti znaci. Prilikom odre�ivaƬa vredno-
sti dobijenog izraza dolazi se do izraza oblika −1 ± 1 ± 1 ± 1, tj. dobi�e se vrednost 0
ako se u dobijenom izrazu taqno na dva mesta izabere znak +, xto se moжe uraditi na
(
3
2

)
= 3 naqina. Pritom, izrazi iz B nisu i u A, poxto se u Ƭima ispred elemenata 2 i 3

nalazi isti znak.

Neka su C izrazi dobijeni upisivaƬem znakova + i − u kvadrati�e, tako da je ispred
brojeva 2, 3, 4 upisan znak −, ispred 9 upisan znak +, a u kvadrati�e ispred brojeva
iz podskupova {5, 6}, {7, 8} i {10, 11} upisani razliqiti znaci. Prilikom odre�ivaƬa
vrednosti dobijenog izraza dolazi se do izraza oblika 1±1±1±1, tj. dobi�e se vrednost
0 ako se u dobijenom izrazu taqno na dva mesta izabere znak −, xto se moжe uraditi
na

(
3
2

)
= 3 naqina. Pritom, izrazi iz C nisu u A, poxto se u Ƭima ispred elemenata 2

i 3 nalazi isti znak, a ni u B, poxto je u Ƭima ispred 2 i 3 izabran znak +, dok je u
izrazima iz C ispred Ƭih znak −.

Neka su D izrazi dobijeni upisivaƬem znakova + i − u kvadrati�e, tako da je ispred
brojeva 2, 3 upisan znak −, ispred 4 upisan znak +, u kvadrati�e ispred brojeva iz po-
dskupova {7, 8} i {9, 10} upisani razliqiti znaci, D+ podskup D, izrazi u kojima je ispred
5 i 6 upisan znak +, a ispred 11 znak −, a D− podskup D, izrazi u kojima je ispred 5 i 6
upisan znak −, a ispred 11 znak +. Kako je 1 − 2 − 3 + 4 = 0 i ±(5 + 6 − 11) = 0, prilikom
odre�ivaƬa vrednosti ovih izraza se dolazi do izraza oblika ±1±1 i dobi�e se vrednost
0 ako se u dobijenom izrazu taqno na jednom mestu izabere znak −, xto se moжe uraditi
na

(
2
1

)
= 2 naqina (i za izraze iz D+ i za izraze iz D−). Pritom, izrazi iz D nisu u

A, poxto se u Ƭima ispred elemenata 2 i 3 nalazi isti znak, niti u B, poxto je u Ƭima
ispred 2, 3 i 4 izabran znak +, kao ni u C, poxto je u Ƭima ispred 2, 3 i 4 izabran znak
−, a zbog razlike izbora znaka ispred elemenata 5, 6, 11, izrazi iz D− i D+ se razlikuju.

Dakle, postoji barem 10 + 3 + 3 + 2 + 2 = 20 > 18 upisivaƬa znaka u kojima se kao
rezultat dobija 0.

Kako je 2 −
√

3 = 1
2+

√
3

i 7 +
√

48 =
(
2 +

√
3
)2

, ako je t =
(
2 +

√
3
)x

> 0, navedena jednaqina5.

postaje t2 + 17
t

= 12. Na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine

(poxto je t > 0) sledi t2 + 17
t

= t2 + 17
2t

+ 17
2t

> 3 3

√

t2 · 17
2t

· 17
2t

> 3 · 3
√

8 · 8 = 12. Sledi

da jednaqina t2 + 17
t

= 12 nema pozitivnih rexeƬa, pa navedena jednaqina nema realnih
rexeƬa.

Drugo rexeƬe. Kao i u prvom rexeƬu, ako je t =
(
2 +

√
3
)x

, sledi t2 + 17
t

= 12, odnosno
0 = t3 − 12t +17 = (t− 2)(t2 +2t− 8)+1 = (t− 2)2(t + 4)+1, xto je nemogu�e, poxto je t ∈ R+.
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Tre�i razred – B kategorija

Zapremina uoqene piramide je1.

V (m) =
1

6
·
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

2 m 1
m −1 2
1 1 −3

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
= 1

6 ·
∣
∣3m2 + 3m + 3

∣
∣ = 1

2 ·
(
m + 1

2

)2
+ 3

8 > 3
8 ,

pa se najmaƬa zapremina dostiжe za m = − 1
2 i jednaka je Vmin = V

(
− 1

2

)
= 3

8 . Onda je

povrxina osnove nad vektorima −→a i
−→
b jednaka

B = 1
2 ·

∥
∥−→a ×−→

b
∥
∥ = 1

2 ·
∥
∥
(
0,− 9

2 ,− 9
4

)∥
∥ = 9

√
5

8 ,

pa je visina koja odgovara toj osnovi H = 3Vmin

B
=

√
5

5 .

Ako je α = arcsin

√

2−
√

2−
√

2

2 , onda je α > 0, pa je α ∈
(
0, π

2

]
. Sledi cos 2α = 1 − 2 sin2 α =2. √

2−
√

2
2 , pa je cos 4α = 2 cos2 2α − 1 = −

√
2

2 . Kako je 4α ∈ (0, 2π], sledi 4α ∈
{

3π
4 , 5π

4 }, pa je
broj 16α

π
prirodan.

Komentar. Vaжi α = 3π
16 (xto nije pokazano u rexeƬu, poxto je ve� dobijeno navedeno

tvr�eƬe).

Neka je ϕ = ∢ABD. Onda je ∢BCA = 180◦− (ϕ+90◦) = 90◦−ϕ. Na osnovu sinusne teoreme,3.

primeƬene na △ABD i △DBC, sledi BD
DA

= sin ∢DAB
sin ∢ABD

= sin 45◦

sin ϕ
i DB

CD
= sin ∢BCD

sin ∢DBC
= sin(90◦−ϕ)

sin 45◦
,

pa kako je CD = 2DA, sledi 1
2 = sin2 45◦ = 2 sin ϕ sin(90◦ − ϕ) = 2 sin ϕ cosϕ = sin 2ϕ. Kako

je ϕ ∈ (0◦, 180◦), sledi 2ϕ ∈ {30◦, 150◦}, tj. ϕ ∈ {15◦, 75◦}, a onda je ∢ABC ∈ {60◦, 120◦}.
Oba dobijena sluqaja su mogu�a, u prvom je u pitaƬu trougao qiji su uglovi kod temena
A, B, C, redom, jednaki 45◦, 60◦, 75◦, a u drugom je u pitaƬu trougao qiji su uglovi kod
temena A, B, C, redom, jednaki 45◦, 120◦, 15◦.

Drugo rexeƬe. Neka je C′ podnoжje normale
iz C na AB (kako je ∢CAB = 45◦, ne moжe
biti C′−A−B), O presek prave CC′ i prave
koja sadrжi D i paralelna je sa AB, a k

krug qiji je centar O i polupreqnik OC.
Kako je ∢DOC = ∢AC′C = 90◦ i ∢OCD =
∢C′CA = 90◦ − ∢CAB = 45◦, trougao OCD

je jednakokrako–pravougli, pa D pripada k.
Poxto je ∢DBC = 45◦ = 1

2 · ∢DOC, taqka
B pripada ve�em luku k nad tetivom CD.
Kako je ∢ODA = 135◦, vaжi OA > OD = OC,

B2 B1A

C

C′

D O
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pa k seqe AC′ u taqkama, B1 i B2, tako da je A−B2 −C′ −B1. Kako je 2OC′ = OC = OB1 =
OB2, iz pravouglih △OB2C

′ i △OC′B1 sledi ∢B1OC′ = ∢C′OB2 = 60◦, tj. ∢B1CC′ =
∢C′CB2 = 30◦, pa je △B1CB2 jednakostraniqan (CC′ je i visina i simetrala ugla kod
temena C ovog trougla). Sledi ∢CB2B1 = ∢B2B1C = 60◦, odnosno ∢AB2C = 120◦ i
∢AB1C = 60◦.

Ako je p = 2, onda je S(72 + 52 + 20222) = S(4 088 558) = 38 = 2 · 19, xto je sloжen broj.4.

Ako je p neparan prost broj, onda je 7p + 5p + 2022p ≡ 1p + (−1)p + 0 ≡ 0 (mod 3), pa
3 | 7p +5p +2022p. Kako je 74 ≡ 1 (mod 10) i 20224 ≡ 24 ≡ 6 (mod 10), ako je p ≡ 1 (mod 4), tj.
p = 4k+1 za neko k ∈ N, sledi 7p+5p+2022p ≡ 7+5+6k·2 ≡ 7+5+6·2 ≡ 4 (mod 10), a ako je p ≡ 3
(mod 4), tj. p = 4k+3 za neko k ∈ N, sledi 7p+5p+2022p ≡ 73+5+6k·23 ≡ 3+5+6·8 ≡ 6 (mod 10),
pa je posledƬa cifra broja 7p + 5p + 2022p ili 4 ili 6. Dakle, vaжi 3 | S(7p + 5p + 2022p)
i S(7p + 5p + 2022p) > 3, pa je broj S(7p + 5p + 2022p) sloжen.



Ukoliko u prvom mereƬu na jedan tas stavi zlatnike oznaqene sa 1, 2, 3, a na drugi zlatnik5.

oznaqen brojem 6, ako terazije nisu u ravnoteжi, Mixko dolazi do zakƩuqka da me�u
zlatnicima ima pogrexno oznaqenih, pa je ostvario svoju nameru jednim mereƬem.

Neka su u prvom mereƬu terazije bile u ravnoteжi. Kako je masa bilo koja tri zlatni-
ka ne maƬa od 6, a masa svakog zlatnika ne ve�a od 6, ukoliko je masa neka tri zlatnika
jednaka masi qetvrtog zlatnika, onda je masa qetvrtog 6, a mase prva tri zlatnika su
1, 2, 3, u nekom redosledu. Stoga je masa zlatnika oznaqenog sa 6 jednaka 6, mase zlatnika
oznaqenih sa 1, 2, 3 su, u nekom redosledu, jednake 1, 2, 3, a mase zlatnika oznaqenih sa 4, 5
su, u nekom redosledu, jednake 4, 5. Ukoliko u drugom mereƬu Mixko na jedan tas stavi
zlatnike oznaqene sa 1 i 6, a na drugi oznaqene sa 3 i 5, ukoliko rezultat mereƬa ne
pokaжe da je masa drugom tasu ve�a, Mixko dokazuje da me�u zlatnicima ima pogrexno
oznaqenih.

Neka je drugo mereƬe pokazalo da je masa zlatnika na drugom tasu ve�a od mase na
prvom tasu i neka su a, b, c, redom, mase zlatnika oznaqenih sa 1, 3, 5. Onda je a, b ∈ {1, 2, 3},
a 6= b, c ∈ {4, 5} i 6 + a < b + c. Kako je 7 6 a + 6 (i pritom se jednakost dostiжe ako i samo
ako je a = 1), kao i b + c < 3 + 5 (i pritom se jednakost dostiжe ako i samo ako je b = 3,
c = 5), ukoliko je 6 + a < b + c, mora biti 6 + a = 7 i b + c = 8, odnosno a = 1, b = 3, c = 5, tj.
zlatnici oznaqeni brojevima 1, 3, 5 su ispravno oznaqeni. Kako su mase zlatnika oznaqe-
nih sa 1, 2, 3, u nekom redosledu, jednake 1, 2, 3, sledi da su i zlatnici oznaqeni sa 2 i 4
ispravno oznaqeni.

Dakle, opisanim postupkom Mixko ostvaruje svoju nameru.
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Qetvrti razred – B kategorija

Na osnovu Vijetovih pravila je x1 + x2 + x3 = −a, x1x2 + x2x3 + x3x1 = b, x1x2x3 = −c 6= 0,1.

kao i y1 + y2 + y3 = −c, y1y2 + y2y3 + y3y1 = a, y1y2y3 = −b, gde su y1, y2, y3 sve nule polinoma
q(x). Kako je y1 = x1 + 2x1

x1x2x3

= c−2
c

· x1 i, analogno, y2 = c−2
c

· x2 i y3 = c−2
c

· x3, vaжi

y1 + y2 + y3 = c−2
c

· (x1 + x2 + x3) = a(2−c)
c

,

y1y2 + y2y3 + y3y1 =
(

c−2
c

)2 · (x1x2 + x2x3 + x3x1) = b(c−2)2

c2 ,

y1y2y3 =
(

c−2
c

)3 · x1x2x3 = − (c−2)3

c2 ,

pa je −c = a(2−c)
c

, a = b(c−2)2

c2 , −b = − (c−2)3

c2 . Sledi −c = a(2−c)
c

= 2−c
c

· b(c−2)2

c2 = 2−c
c

· (c−2)2

c2 ·
(c−2)3

c2 = − (c−2)6

c5 , odnosno (c − 2)6 = c6, a kako je c ∈ R, ili je c − 2 = c, xto je nemogu�e,
ili je c − 2 = −c, tj. c = 1, a onda je a = b = −1.

Sa druge strane, ako je (a, b, c) = (−1,−1, 1), vaжi p(x) = x3−x2−x+1 = (x+1)(x−1)2, tj.
x1, x2, x3 su jednaki −1, 1, 1 (u nekom redosledu), pa su y1, y2, y3 jednaki −1,−1, 1 (u nekom
redosledu), a vaжi i q(x) = x3+x2−x−1 = (x+1)2(x−1), tj. (a, b, c) = (−1,−1, 1) zadovoƩava
navedene uslove.

Ako su x, y ∈ A, x 6= y, onda je g(f(x)) = 75 − x 6= 75 − y = g(f(y)), pa je f(x) 6= f(y), tj. f2.

je injektivna, odnosno f(A) sadrжi 74 elementa. Sledi, ako je y ∈ f(A), onda je y = f(x)
za taqno jedno x ∈ A, pa je g(y) = g(f(x)) = 75 − x, tj. izborom proizvoƩne injektivne
funkcije f : A → B je g jednoznaqno odre�ena na f(A), dok na B \ f(A) (koji sadrжi
2022 − 74 = 1948 elemenata) na osnovu navedenih uslova nema ograniqeƬa, odnosno moжe
uzimati proizvoƩne vrednosti iz A.

Dakle, f se moжe izabrati na 2022 ·2021 ·. . .·1949 naqina, a vrednosti g na B\f(A), neza-
visno od prethodnog izbora, na 741948 naqina, pa je broj parova sa navedenim osobinama
2022 · 2021 · . . . · 1949 · 741948.

Neka je fn(x) = cosn x + cosn
(
x + 2π

3

)
+ cosn

(
x + 4π

3

)
za x ∈ R i n ∈ N.3.

Neka fn(x) ne zavisi od x. Onda je fn(0) = fn(−π
3 ), pa je 1+2·(− 1

2 )n = (−1)n+2·(1
2 )n. Ako

2 ∤ n, dobijena jednakost postaje 2 = 4
2n , pa mora biti n = 1. Ako 2 | n, tj. ako je n = 2k za

neko k ∈ N, kako je fn(0) = fn(−π
6 ), sledi 1+2 · 1

4k = 1+2 ·(− 1
2 )2k = (

√
3

2 )2k +(−
√

3
2 )2k = 2 ·(3

4 )k.

Kako za k > 3 vaжi 1 + 2 · 1
4k > 1 > 2 · (3

4 )3 > 2 · (3
4 )k, mora biti n ∈ {2, 4}.

Dakle, mora biti n ∈ {1, 2, 4}, a za ove vrednosti fn(x) ne zavisi od x, poxto je

f1(x) = cosx + cos
(
x + 2π

3

)
+ cos

(
x + 4π

3

)
= 2 cos

(
x + 2π

3

)
cos

(
− 2π

3

)
+ cos

(
x + 2π

3

)
= 0,

f2(x) = cos2 x + cos2
(
x + 2π

3

)
+ cos2

(
x + 4π

3

)
= 1+cos 2x

2 +
1+cos(2x+ 4π

3
)

2 +
1+cos(2x+ 8π

3
)

2

= 3
2 + 1

2 ·
(
cos 2x + cos

(
2x + 4π

3

)
+ cos(2x + 2π

3

))
= 3

2 + 1
2 · f1(2x) = 3

2 ,

i f4(x) =
(

1+cos 2x
2

)2
+

( 1+cos(2x+ 4π

3
)

2

)2
+

( 1+cos(2x+ 8π

3
)

2

)2
= 3

4 + 1
2 · f1(2x) + 1

4 · f2(2x) = 9
8 .

Kako je 7k ≡ 1 (mod 3) i 2 · 22n ≡ 2 (mod 3), sledi 5m ≡ 2 (mod 3), pa 2 ∤ m, odakle je 5m ≡ 54.

(mod 8). Ako je n > 1, onda 8 | 2 · 22n, pa je (−1)k ≡ 5 (mod 8), xto je nemogu�e. Sledi
n = 1, tj. 7k = 5m +44, pa je (−1)k ≡ 5+4 ≡ 1 (mod 8), tj. 2 | k. Ako je m > 1, onda je k = 2k1

i m = 2m1 +1, gde su k1, m1 ∈ N, odnosno 49k1 = 5 · 25m1 +44, pa je (−1)k1 ≡ 19 (mod 25), xto
je nemogu�e. Sledi m = 1, odnosno 7k = 5 + 44 = 49, tj. k = 2.

Dakle, jedino rexeƬe navedene jednaqine je (k, m, n) = (2, 1, 1).

Vaжi A − Y − B i ∢CY B = ∢Y CA + ∢CAY = 60◦, pa je ∢BCY = 180◦ − ∢CY B − ∢Y BC =5.

58◦, ∢Y BX = ∢Y BC − ∢XBC = 59◦ i ∢BXY = 180◦ − ∢XY B − ∢Y BX = 61◦. Primenom



sinusne teoreme na △AY C i △Y BC, redom, sledi AY
Y C

= sin 29◦

sin 31◦
i Y B

CY
= sin 58◦

sin 62◦
, pa je AY

Y B
=

sin 29◦ sin 62◦

sin 31◦ sin 58◦
= 2 cos 31◦

2 cos 29◦
= sin 59◦

sin 61◦
. Primenom sinusne teoreme na △Y BX sledi XY

Y B
= sin 59◦

sin 61◦
.

Dakle, vaжi AY
Y B

= XY
Y B

, odnosno AY = Y X.

Drugo rexeƬe. Neka je x = ∢XAB ∈ (0◦, 31◦). Primenom sinusne teoreme na △ABX, △BCX

i △CAX, sledi XA
BX

= sin 59◦

sin x
, XB

CX
= sin 58◦

sin 3◦
i XC

AX
= sin(31◦−x)

sin 29◦
, pa je sin 59◦ sin 58◦ sin(31◦ − x) =

sin x sin 3◦ sin 29◦, odnosno L(x) = 2 sin 59◦ cos 29◦ sin(31◦ − x) = sin 3◦ sin x = D(x).

Kako je 2 sin 59◦ cos 29◦ > 0 i sin 3◦ > 0
i kako sin(31◦ − x) opada, a sin x raste na
(0◦, 31◦), sledi da jednaqina L(x) = D(x) ima
najvixe jedno rexeƬe na (0◦, 31◦), a kako
je L(30◦) = 2 sin 59◦ cos 29◦ sin 1◦ = sin 59◦ ·
(
sin 30◦ − sin 28◦

)
= 1

2 · sin 59◦ − 1
2 ·

(
cos 31◦ −

cos 87◦
)

= 1
2 · sin 59◦ − 1

2 · sin 59◦ + 1
2 · sin 3◦ =

sin 3◦ sin 30◦ = D(30◦), ta jednaqina ima
taqno jedno rexeƬe na (0◦, 31◦) i to x = 30◦.

A B

C

X

Y
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Sledi ∢XAY = 30◦, ∢Y XA = ∢XY B − ∢XAY = 30◦, tj. △XY A je jednakokraki, pa je
AY = Y X.


